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建立在行为经济学理论基础上的

委托 代理模型$物质效用与动机
公平的替代

蒲勇健"

摘!要!本文通过将Y)9’( !"==?"提出的同时考虑了物质效用
和 %动机公平&的效用函数植入现有的委托 代理模型#获得一个代
理人表现出 %互惠性&非理性行为的新委托 代理模型’由该模型给
出来的最优委托 代理合约在一定条件下可以给委托人带来比现有委

托 代理最优合约更高的利润水平’该研究改进和完善了蒲勇健
!#$$!"的结果’与蒲勇健 !#$$!"的研究相比#我们发现在同时考
虑了物质效用和 %动机公平&的情况下#非理性代理人的行为更加
复杂#他会在公平与自利之间寻求平衡’数值模拟的结果表明#模
型一般会存在解’

!!关键词!博弈论#信息经济学#行为经济学

" 重庆大学经济与工商管理学院#重庆大学发展研究中心#重庆大学%=AP二期工程&哲学社会科学创新
基地(欠发达地区可持续发展与循环经济研究中心’通讯地址$重庆市沙坪坝区沙正街"!>号重庆大学
经济与工商管理学院#>$$$>>)电话$"?=A?$A$$==#!$#?"@P>!#A=A)*B-)’3$R/4c)(!4)&,,D+,-D+(’本
文获得国家社会科学基金项目!$!M:̂ $"!"的资助’本文得到多位匿名评论人的指导#为此特别向多位
匿名评论人表示衷心感谢！还要感谢香港大学经济金融学院的赵耀华!H12R&2(%&’/"博士#是他首先将
Y)9’("==?年的论文介绍给我才使得我开始接触行为经济学文献’他多次邀请我访问香港大学和香港
中文大学#在我们十多年的学术合作中我从他那里索取甚多#受益匪浅’我对于我在我们俩的多年合作
里分得较大的饼这种%低互惠&行为感到惭愧#并向他再次表示衷心的感谢！

一!现有委托 代理理论的不足

委托 代理关系广泛出现于各种经济管理问题中’大到国家对其下属各类
机构的管理#中到行业管理机构与企业的关系#小到企业内部董事会与经理
层#甚至工厂班组领导与其所管理的工人们#委托 代理关系几乎是无处不
在#无时不有的’现有的委托 代理理论模型主要是来自信息经济学的直接应
用#是博弈论在不对称信息情形的应用’该理论模型的主要思想是认为委托
代理关系中存在的主要问题是委托 代理合约签订之后可能会出现事后的信息

不对称#即道德风险#从而损害对方的利益’代理人的道德风险会损害委托
人的利益#而委托人的道德风险也会损害代理人的利益’现有的委托 代理模
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型更多地对存在代理人道德风险情况下的激励机制进行了研究 !_,3-<10,-#

"=!=$J’00322<#"=!P#"=!@$张维迎#"==@$当然#对于存在委托人道德风
险情况下的激励机制也有相关的研究#见张维迎#"==@"%在委托人不能无成
本地观察到代理人行为的情况下#委托人通过与代理人签订合约#约定按照
某些双方都可观察到的指标体系来向代理人支付报酬 !或进行奖惩"的办法
对代理人激励%在这种模型中#委托人的支付函数是期望效用函数#委托人
不能无成本地直接观察到代理人的行为或努力水平#而是通过激励相容约束
条件对代理人的行为或努力水平进行间接的判断%委托人给予代理人的报酬
一般分为两部分#一部分是固定报酬 !如固定工资或基本工资"#另一部分就
是与业绩挂钩的变动报酬 !或变动工资"%业绩一般用双方都可观察到的指标
!体系"来衡量 !如利润等"%在现在的主流模型中#最优激励机制或合约要
求参与约束条件给予代理人的期望支付 !或期望效用"恰好等于代理人的保
留支付 !或保留效用"#或者代理人得到的期望支付比其保留支付多出点%这
是委托人理性假定的必然结果%委托 代理模型近年来在已故的法国图卢兹学
派领头人拉丰 !I)TT,(1"的推进下有新的发展 !拉丰和马赫蒂摩##$$#"%

" 或许这里存在着&相对收入的心理影响是否能够量化#便于测量’的问题%事实上#微观经济学中的&效
用’概念也存在着这样的测量问题%在这里#相对收入对于个人决策的影响#是来自个人的预期#而预期
只需要引导个人的行为就行了#不要求一定要可以准确进行测量%
# 事实上#根据现有的文献#即使是多个委托人和代理人之间的关系#传统委托 代理模型都没有考虑相
对收入效应%只有在最近一些年的行为经济学文献里才开始考虑相对收入效应%而本文是这种行为经
济学研究领域中的一个贡献#也是沿着这样的思路对传统委托 代理模型进行批评的%所以#这里的批评
不会是&用多个代理关系去批评一个代理关系’#而是来自行为经济学对于传统主流经济学假定的批评%

现有的委托 代理理论模型存在这样的一个问题(代理人的行为只对其
所获得的绝对收入水平作出反应#没有考虑代理人会关注其他人的收入水
平$或者说只是假定代理人的效用仅仅取决于其个人绝对收入水平#没有
考虑相对收入对于代理人效用的影响%"尽管在现有的委托 代理模型中也考
虑了代理人相对业绩对于委托人设计最优合约的影响 !即所谓的 &标尺竞
争’机制"#但是代理人行为反应居然未考虑其相对收入不能不说一个研究
上的严重缺失%#同时#代理人在现有的委托 代理模型里没有出现对于 &公
平’的追求也是与许多事实相左的%委托人在给予代理人的报酬分配中#
如果代理人不止一个#就会出现代理人对于委托人进行的利益分配是否公
平的关注#而这种关注一般会影响委托人的行为反应或努力程度的%相对
收入效应一般又是与公平效应相联系的%我们可以从现实中观察到的现象
来说明这一问题%
事实上#我们在现实中可以观察到许多与现有的委托 代理模型相矛盾的

现象%譬如#在由a2&0DG<-D!"==?"所作的著名的 &礼物交换博弈’!C’T1B
2O+&)(C2C)-2"实验中#一些人扮演企业#他们给扮演工人的实验者发工



第"期 蒲勇健!基于 "公平目标#的委托 代理模型 #==!!

资$工人们接受工资后就选择自己的努力水平$选择的努力水平愈高%则企
业的利润就愈大%而工人的效用就愈低$该博弈基本上是一个序贯 "囚徒困
境#博弈%其中工人们有一个占优策略是选择可能的最低努力程度$唯一的
子博弈精练均衡工资就是保留工资$但是%实际的实验结果并非如子博弈精
练均衡所预言的%而是显著高于保留工资%而工人的努力程度也显著高于其
可能的最低努力程度$实验结果是工人的努力水平与工资水平呈正相关$所
以%现有的委托 代理模型就不能解释这些现象$
笔者在研究中产生了一种想法%认为通过在现有的委托 代理理论模型

中引入对于 "公平#的考虑可以完善现有的委托 代理理论模型%并且还能
够对上述研究结果加以解释$最近一些年来%许多研究者对于传统经济学
关于理性人的假定提出异议%认为至少不是所有人的行为都能够用新古典
经济学的效用最大化来加以说明的%而利他行为%即人们之间的相互帮助
现象是普遍存在的$近年来出现的行为经济学也针对理性人假设进行修正%
试图对于许多传统经济管理理论不能解释的现象予以解释$一项引人注目
的原创性研究是Y)9’( &"==?’的思路%他在:DZ2)()U,R3,<%LD\2)0+2和

*DH1)++&211’&文献中简称为Z\H’所提出的 "心理博弈#框架基础上%构
造了一个引入公平偏好的博弈论体系$他的关键性工作是通过对 "公平#
概念加以严密的定义来改造传统博弈论中的支付函数%从而发现了一些新
的均衡$他得到的结果是%除了传统博弈论中已知道的纳什均衡之外%还
出现新的 "公平均衡#$这个工作还发现了许多 "合作性均衡#%它们并不
像传统博弈论那样要求无限次重复博弈或信息不对称条件$这种结果对利
他行为和合作现象的解释是强有力的$Y)9’( &"==?’的一个有价值的贡献
是把 "公平性#&T)’0(2<<’定义为 "当别人对你友善时你也对别人友善%当
别人对你不善时你也对别人不善 &即 "投桃报李#和 "以牙还牙#’%而且
他的独特贡献是将这种概念给予了明确的规定%即 "如果你在损失自己效
用 &收入(利益等’的情况下去损害别人的效用 &收入(利益等’%就被定
义为你对别人不善)如果你在损失自己效用 &收入(利益等’的情况下去
增进别人的效用 &收入(利益等’%就被定义为你对别人友善#$心理学的
诸多实验证据表明%人的行为在许多情形下是遵循这样定义的 "公平性#
规则的%特别是在按照这种规则作出反应时所可能造成的潜在物质利益损
失不太大的情况下更是如此$我们认为%按照Y)9’(的方法%可以解释为什
么一些公司给予其职员的期望收入明显高于其保留收入$公司在给予其职
员的收入明显高于他们的保留收入的情况下是损失公司自己的收入或利益%
因而表现出对其职员的友善行为)而职员们基于 "公平性#规则的考虑也
在这种情况下对公司表现出友善)他们的友善行为可以表现在即使在没有
公司管理人员的监督情况下也不会有偷懒或小偷小摸等损害公司利益的行

为等$这样%公司给予其职员高于其保留收入的期望收入尽管减少了公司
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的利润#但是由于职员们的 $投桃报李%#公司可以通过减少监督而在监督
费用上有节省&当节省的监督费用大于因为公司给予其职员高于其保留收
入的期望收入而减少的公司利润时#公司总的利润水平却是增加的&所以#
实际上这些公司的行为仍然是理性的#因为它们的行为仍然是追求利润最
大化&运用Y)9’(的框架使得我们对于企业的多样化行为有了更深刻的认
识&认识到企业可以将 $公平性行为%作为新的要素加以运用来增加其利
润&由于不同公司里的职员表现出不同程度的 $公平性%行为#所以不同
公司在将 $公平性行为%作为新的要素加以运用来增加其利润时#给予其
职员的固定收入一般是不同的#所以我们发现实际上每个行业里不同公司
的人均固定收入都是不同的#并且高于保留收入&当然#根据现有的效率
工资理论也可以对公司为何给予其职员高于他们的保留收入现象予以说明#
但是这要求博弈是无限次重复的’而按照 $公平博弈%的思路并不需要作
出这样的假定&从这样的思路出发#我们可以将基于Y)9’(的公平性植入现
有的委托 代理理论模型中#从而在维持现有的理性人假定下 !即追求利润
最大化假定"将现实中的公平偏好纳入最优机制或合约的设计里#完成对
现有委托 代理理论模型的改造#并且获得同时考虑了理性人假定和公平性
的一个新的委托 代理理论模型&这项研究的理论意义在于将行为经济学中
有价值的要素与现有委托 代理理论模型相结合#从而完成对于现有委托
代理理论模型的修正和改造&这项工作的实用意义是其使得委托 代理理论
的适用面更加广泛’按照这种理论模型所设计的最优激励合约也更加有效
率#为企业带来更大的利润&这项研究还可能具有更加广泛的意义#因为
我们所看到的不同企业在企业文化上的差异也许在某种意义上正是它们的

管理层(职员在公平偏好上的差异造成的’而得到的预期理论模型还可能
为我们在组织行为学和人力资源管理学 !如雇佣决策和薪酬设计等"的研
究中产生巨大的影响#甚至可能对现有的组织行为学和人力资源管理学带
来新的创新性研究&

二!引入 "公平博弈#的委托 代理模型$
不存在物质效用效应的情形

本文的目的是在现有的委托 代理模型中引入 $公平%要素#并且在对于
$公平%概念的刻画上采用来自Y)9’( !"==?"的理论#即 $互惠性动机公平%
理论&Y)9’(的 $互惠%理论是属于行为经济学范畴的#因而本文工作的实质
是在传统激励理论中引入行为经济学的假定&我们假定代理人具有 Y)9’(
!"==?"中所说的 $互惠性%行为&对于委托人#我们在这里仍然假定其是传
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统的理性人$这在委托人是公司或政府等非自然人的场合是恰当的%?这种假
定可以使得我们去考虑这样的问题$即委托人如何利用代理人的非理性行为
去设计工资制度$使得委托人获得最大利润$甚至比在现有委托 代理理论中
&其中假定代理人是理性人’所获得的最大利润还要大的利润水平%

? 对于非自然人的公司(企业和政府等$假定其行为为理性的是经济学中的一贯传统$而行为经济学和心
理学实验也只是发现自然人有普遍的非理性行为$文献中并没有发现企业和政府也有非理性行为的记
录$所以$这里的假定是十分自然的%也就是说$目前文献还没有记录实验中发现非自然人&企业(组织(
政府等’有非理性行为$而通常在经济学研究中$委托人一般是非自然人&企业(组织(政府等’%论文中的
假定是以实验结果为依据的$因此自然有这样的假定%这是该假定的第一个理由%第二个理由是$一般
地$企业(组织(政府等的形成通常有特定的工作目标$如企业是以利润最大化为其目标$为实现其目标$
其行为一般是理性的%另外$实际上$论文的结果并不受委托人是理性的假定影响%即使委托人也是非
理性的$论文所获得的"互惠均衡#也是仍然成立的%论文之所以要假定委托人是理性的$除了上述考虑
之外$主要是试图解释日本的企业文化%也就是说$我们认为理性的日本企业是有意利用其员工的非理
性行为$施以恩惠从而获得员工的互惠反馈而获取更大利润%也就是说日本企业是通过这样的企业文化
来追求更大利润%这反映在论文里假定委托人通过选择后面的参数%来最大化其期望利润的数学处理%
委托人对于其给予代理人的互惠程度%是委托人可以选择调整的变量$就意味着委托人是为某种目的$
论文当然假定委托人的目的就是追求期望利润的最大化%
当然$在其他的场合$委托人也可能是自然人%如一个人&委托人’委托其律师&代理人’为其打官司$

两个人都是自然人%此时$可假定两个人都是非理性的%这时$委托人给予代理人的互惠程度%就不是
其任意调整的变量$而是根据不同的人有不同的固定数值&由其性格决定’%但即使在这样的场合$论文
的结果也是基本成立的$只不过这时不能保证均衡合约一定是帕累托占优于 _,3-<10,-BJ’3C0,-模型
给出的合约$但是$可以保证的是存在某些非理性委托人$使得均衡合约一定是帕累托占优于 _,3-B
<10,-BJ’3C0,-模型给出的合约)取决于委托人的非理性程度&即其互惠程度%’%只不过在委托人是理
性人情况下$他可以对其互惠程度%进行有意识的选择$使得自身的预期利润最大化而已%但论文的主
要目的是研究企业或组织通过利用代理人的非理性行为获得更大利润这样的主题$所以假定两个人都是
非理性的这样的情形不是论文所要考查的对象%

蒲勇健 &#$$!’成功地将Y)9’(的思想植入了经典的委托 代理模型$并
且发现其结果证明现有的 _,3-<10,-BJ’3C0,-模型中的最优合约不是帕累托
最优的%
蒲勇健 &#$$!’假定委托人知道代理人是非理性的$并且在行为上表

现出这样一种 "互惠性#***当委托人在牺牲自己利益的情况下给予代理
人更多的利益时$他们会以情愿牺牲自己的利益来回报委托人的好意%他
给出的具体刻画方法是$假定委托人给予代理人的固定收入要比现有委托
代理理论中恰好使得代理人获得等于其保留支付的固定收入要高一些%这
样$委托人以牺牲一个等于这个高出保留支付的数量的利润给予代理人同
样数量的收入增加%代理人的 "投桃报李#行为假定表现为他们会在现有
最优努力程度上再增加一定数量的额外努力$从而使得自己不能获得最大
效用$但是可以增加委托人的利润$使得委托人的利润比在代理人选择传
统委托 代理理论中的最优努力程度时所获得的利润还要多%代理人用这种
方式以牺牲自己的效用为代价去增加委托人的利润%蒲勇健证明$在一定
的条件下 &这些条件对委托人和代理人各自牺牲自己利益的程度作出限
制’$代理人的非理性行为的确使得委托人得到的利润比代理人表现出理性
行为时还要高$即使委托人这时付出了比现有委托 代理模型中的固定收入
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还要高的固定收入之代价#
下面先给出现有的 _,3-<10,-BJ’00322<委托 代理理论的一种简化模型$

由 _,3-<10,-)(EJ’3C0,- !"=A!"!见张维迎$"==@"给出$它是一个适当
简化的一维连续变量一般化模型$用参数化方法表述#该模型在文献中被大
量采用#设<为代表代理人程度的一维变量$生产函数为!N<V)$!是产出
或利润$)是均值为零%方差为-# 的正态分布随机变量$是外生不确定因素#
故有

*!)<$!5)0!!")5)0!<"’5)0!)")-#$

其中*表示数学期望算子$5)0表示方差#

假定!委托人是风险中性的$代理人是风险规避的#
现在考虑线性合约 !当委托人和代理人的绝对风险规避度都为常数时$

理性代理人情形下的最优合约是线性的$这里假定不变的绝对风险规避度&
!见张维迎$"==@"’

.!!"N&V4!$&为代理人的固定收入$4为代理人分享的产出份额$

.!!"是代理人的收入#
因为委托人是风险中性的$则给定.!!"N&V4!$设委托人的效用函数是

7!![.!!""$
代理人的绝对风险规避度为5$代理人的努力成本8!<"等价于货币成本$

_,3-<10,-与 J’3C0,-具体设为

8!<"NJ<
#

#
$这里J%$为成本系数&

设80为代理人的保留收入水平$则当代理人的确定性等价收入$$80$理
性代理人将不接受合约#故参与约束可用确定性收入表示为

$)&’4<1
"
#54

#-#1J#<
# ,80+

现在看<是委托人不可观测时 !信息不对称时"的最优合约#
理性委托人的最优合约是满足下面问题的解 !最大化其确定性收入"!见

张维迎$"==@""

-)O
&$4
(1&’!"14"<)$

<D1D!GY"!&’4<1
"
#54

#-#1J#<
# ,80$

!G%"!<)4J+

在 _,3-<10,-BJ’3C0,-的模型里$个人理性约束 !GY$其中不等式的左
端是代理人的确定性等价收入"为等式$这是理性委托人假定的必然推论#
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因为可以假定理性代理人在与委托人签订合约和不签订合约之间是无差异的

情况下$代理人总是选择签订合约%此时$委托人的最优固定工资设计为使

得个人理性约束为等式%于是有&N80[4<V
"
#54

#-#VJ#<
#$将GY和激励相容

约束G%条件代入目标函数$得!

-)O
4

4
J 1

"
#54

#-#1J#
4! "J

#

18# $0 $

一阶条件为!"
J[54-

#[4JN$
$

得4N
"

"VJ5-
#%$$

&N80V"# 5-
#["! "J "

&"VJ5-
#’#
$这就是当委托人和代理人都是理性人时

的最优合约%
此时委托人得到的期望收入为

*7)180’ "
#J&"’J5-

#’+
&"’

蒲勇健 &#$$!’假定代理人是非理性的$其行为遵循前面所刻画的 "互
惠性#%设委托人给予代理人的固定工资高于前面在 _,3-<10,-BJ’3C0,-模
型里规定的水平$使得代理人在最优努力水平下的确定性收入高于其保留支
付%设这个固定工资差为%%假定代理人的 "互惠性#反应是选择比在理性假
定下的最优努力程度更加努力地工作$这里假设为代理人多付出工作努力量

<"%不同的文化环境(宗教信仰会引至不同的互惠性行为%所以在这里不同
文化和宗教背景下的代理人所多付出工作努力量<"也是因人而异的%此时代
理人的确定性收入为80V$%一般可假定有$#$#%$这是 "互惠性#的要求%
设在理性代理人情形里委托人设计的最优固定工资为&$$于是有

&$’%’4&<’<
"’1"#54

#-#1J#
&<’<"’# )80’$$ &#’

解得

<" ) "J #J&%1$’’&"1J5-
#’4

#1 "
&"’J5-

#’# $< # &舍去负根’+

蒲勇健 &#$$!’在这里只考虑理性委托人仅改变固定收入的情形 &本文
也是如此’$在新的合约里的绩效工资因子与原有委托 代理合约中相同$于

是有4N
"

&"VJ5-
#’
$所以有
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<" ) "J #J!%1$< "+

在前面的假定下#有$#%#所以这个解是有意义的实数$当$$%时#<"

%$#意味着总产出较之代理人理性行为下的最优产出有所增加$但在$#$$
%时#由式 !#"知道#此时代理人的收入与其理性的努力选择下的收入相比
较下降了#因而此时委托人的收入必然是增加了的$所以#代理人的非理性
行为一定是 %互惠性&的$
在非理性代理人情形#委托人的期望收入为

*7")1!&$’%"’!"14"!<’<
""

)1!&$’%"’!"14"4J ’
"
J #J!%1$<! ""+ !?"

理性委托人选择%最大化其期望收入#于是有下列一阶条件’

#*7"

#% )1"’
!"14"
#J!%1$< "

)$#

得到

%)$’
!"14"

#

#J )$’ J5
#->

#!"’J5-
#"#
#

显然有%,$$
委托人的最大期望收入为

*7")1801$’ "
#J!"’J5-

#"’
J5

#->

#!"’J5-
#"#

)*71$’ J5
#->

#!"’J5-
#"#
# !>"

这里用到了式 !""$

> 注意#在代理人是非理性的假定下#这种机制是可自我实施的#这种互惠性是稳定的$

当 J5
#->

#!"VJ5-
#"#,$

#有*7" ,*7#此时委托人利用代理人的非理性行为

就可获得比按照现有委托 代理最优合约所获得的期望收入还要高的期望收

入#这说明#如果有5;$#-;$ !一般场合是如此的"#只要代理人的互惠性

动机足够强烈 !即$足够小"#此时就有 J5
#->

#!"VJ5-
#"#,$

#委托人利用代理人

的非理性行为经济原理设计其工资合约就是有价值的$>蒲勇健 !#$$!"指出#
这说明在一定条件下#企业对其职员更加人性化的关怀#给予员工比其保留
支付还要多的固定收入不仅不会减少企业的利润 !本文中支付#效用(利润
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和收入等概念是在可互换意义上使用的$%而且正好相反%企业因此而激发起
企业员工的感激之情%使得员工更加努力地为企业工作&P

P 本文中已经证明!在互惠均衡下委托人和代理人都较理性人假定下的委托 代理合同下获得的效用高&
因为有E7",E7和$#$#%&注意%这里所说的效用是净效用&在模型里%代理人在委托人并没有增加
监督’从而没有增加其监督成本$的情况下%为回报委托人的善意而单方面增加其努力程度就已经包含有
代理成本的节约的意思了&所以%代理人产出增量和代理成本的节约一定会大于多支付给代理人的工
资%这样的结论是隐含在模型分析之中的&另外%在委托 代理模型里%已经不把委托人的监督作为变量
加以考虑了&之所以委托人要与代理人之间签订委托 代理合约%是因为在边际上委托人的边际监督收
益已经小于其边际监督成本&所以%在讨论委托 代理合同时%已经有这样的潜在假定&因此%本文不同
时研究监督问题和委托 代理合同问题&在本文里%谈到互惠性会节约委托人的监督成本%是从一般情况
来说的&在这里的模型里%我们并没有把监督成本变量显性地表达出来&它只是隐含于模型里’隐含的
方式在上面已经谈到$&

这个模型可以解释许多成功企业的人性化管理和相应的企业文化%可以
解释如日本企业里员工在下班后还仍然在为企业无偿工作等现象%也可以解
释大公司给予其高管高年薪收入的现象&在日本的许多企业里%公司给予员
工非常好的福利%公司高层也经常在业余时间里与员工们进行平等友好的交
流沟通(反过来%员工的回报是在公司处于困境时也不像欧美企业中的员工
那样频频跳槽%而是宁愿接受减薪而在原来的公司里继续努力工作%与公司
共渡难关&这种现象在韩国企业中也能够看到&这都是通过这个模型可以得
到解释的现象&尽管在日本和其他的一些亚洲企业里%早就有互惠性的激励
制度了&但是%我们也观察到%这种互惠性的激励制度在包括欧洲在内的其
他地方并不显著&欧美企业里的员工普遍表现出给钱才出力%绝不主动为企
业免费打工的现象%同时企业也给员工开出按照边际产值计算的薪水&蒲勇
健 ’#$$!$认为这个问题有几种可能的解释&首先%按照行为经济学中著名
的最后通牒博弈实验)独裁博弈实验)礼物交换博弈实验和公共品博弈实验%
互惠行为只是多数%并不是所有人都表现出互惠行为%它是统计上显著的&
因此%理性人实际上也是存在的&其次%欧美企业里强大的工会组织是劳动
市场里的垄断者&正如在前面已经假定和说明的那样%作为一个组织通常是
理性的%尽管可以认为其中的大多数个人是非理性人%其所在组织一般是理
性人&所以%工会与资方谈判决定的工资合约就是理性人之间形成的合约%
没有互惠性(最后%Y)9’(的 "互惠#理论中有多重均衡%"互损#也是均衡&
有人就用这种负的 "互惠#即 "互损#均衡来解释非志愿失业 ’见 KU203,T%

"=A#(KU203,T)(E 2̂332(%"=AA$&这样的解释就意味着欧美企业中员工与老
板之间通常出现的是 "互损#均衡%而包括日本和韩国在内的一些亚太地区
企业文化中通常出现的是员工与老板之间的 "互惠#均衡&当然%这只是一
种可能的解释&因为这种解释意味着作为理性人的欧美企业资方不知道大多
数员工是非理性的%可以通过设计互惠性工资合约来获得帕累托改善&蒲勇
健 ’#$$!$认为%第二种解释是最恰当的%因为欧美企业中的工会组织远比
东亚地区企业里的工会组织强大和完善是一个不争的事实&



?$@!! 经 济 学 !季 刊" 第!卷

根据式 !#"#当%%$#$%$时#基于代理人的这种非理性 $互惠性%行
为的工资合约给委托人和代理人都带来比 _,3-<10,-BJ’3C0,-合约更高的支
付#所以#新合约带来的是一种帕累托改进&这种帕累托改进在理性代理人
的 _,3-<10,-BJ’3C0,- 框架里是无法实现的&这也说明#_,3-<10,-BJ’3B

C0,-模型中的最优合约不是帕累托最优的&蒲勇健 !#$$!"猜想#包括文化
在内的一些潜制度#如习俗’宗教等可能都有将这些仅靠理性合约不能够实
现的帕累托最优加以实现的功能#这种猜想有待于进一步的研究加以验证或
者证伪&
可以将%理解为委托人对代理人的 $善意程度%#代理人在委托人给予其

较大的 $善意程度%的情况下#理应也回报以较大的 $善意程度%#这是人之
常情&所以#蒲勇健 !#$$!"自然假定$是%的函数&当%愈大时#$就应该
愈小(所以有$N$!%"#$A!%"$$&

委托人在式!?"中选择%使得E7"最大化&一阶条件为)

E*7"
E% )1"’

!"14"!"1$A"
#J!%1$< "

)$#

解得

%)$!%"’J5
#->!"1$A"#

#!"’J5-
#"#

#

代入式!?"#由式 !""得到

*7" )*71$’J5
#-> #"1$A 1!"1$A"! "

#

#!"’J5-
#"#

#

如果$是常数#则$AN$#上式就回到式 !>"&

当且仅当$#J5
#-> # "[$A [!"[$A"! "

#

#!"VJ5-
#"#

时#有*7",*7(

当且仅当 $A $"#$$J5
#-> # "[$A [!"[$A"! "

#

#!"VJ5-
#"#

(此时存在$的可能

性满足所有的条件&事实上#函数$N[8%V%就满足这些条件#其中8#%

为常 数#满 足 $$8$"#%8 ,%, %8 [J5
#->*#@"[8@[!"[8"#+
#8!"VJ5-

#"# N

%
8[

J5
#->*"[8#+

#8!"VJ5-
#"#&!!

这样可以保证有

$#$#J5
#-> # "1$A 1!"1$A"! "

#

#!"’J5-
#"# +

其实#为了刻画代理人的 $互惠性%非理性行为#不一定要求$是%的
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函数$根据式 %?&’即使$是常数 %此时$是%的常数函数&’因为%愈大时

<"也愈大’代理人牺牲的自身利益也愈多’所以代理人的 "互惠性#非理性

行为也完全可以通过<"来刻画$这可以通过<"的表达式<"N"J #J%%[$< &

看出$
一个特别的情形是代理人对于委托人的 "善意#给予完全 "对等#的回

应’此时代理人把委托人给予他的超出 _,3-<10,-BJ’3C0,-合约所规定的支
付更高的支付完全 "还#给委托人’即有$N$’即代理人总是使得自己只得
到保留支付$一般地’如果%足够大’$当然是会等于$的$此时参与约束是
紧的$这是理论上的特例’不是一般情况$甚至’在特别情况下’如果%足
够大’$还可能为负！在苏联初期’由于老百姓感激共产党给他们带来了平等
和解放’老百姓在本来应该是休息的星期六下午自愿去工厂劳动’即所谓的
"星期六义务劳动#’是没有报酬的自愿性劳动’此时$就是负的$
蒲勇健认为在理论上存在着许多可想象出来的刻画代理人的 "互惠性#

非理性行为的方式’并且指出这些不同方式所形成的合约性质是下一步工作
要研究的问题$当然’不同的人所呈现出来的互惠程度可能是不同的’并且
对于委托人来说代理人的互惠程度是其所不知道的 "私人信息#$委托人在设
计合约时面临关于代理人互惠程度的不确定问题$委托人可以通过 "试错法#
逐步了解代理人的真实互惠程度来完善其合约$这种可能也适用于这样一种
情况’即当代理人是互惠程度最低的即理性人时 (注意’在蒲勇健 %#$$!&
的模型中从非理性人到理性人的变化在数学刻画上是连续的)’委托人就设计
出通常在欧美企业里所看到的非互惠合同$所以’即使代理人的 "道德修养#
很低’委托人按照这样的原则设计合约也不会导致亏损$在现代企业中’老
板因人而异地设计劳动合同是司空见惯的$
蒲勇健 %#$$!&通过引入行为经济学方面的理念’并且在将这种理念加

以具体刻画的基础上’改造了经典委托 代理理论中的 _,3-<10,-BJ’3C0,-
模型’使之能够在代理人的行为动机上包含 "互惠性#非理性行为在内的比
单纯的理性人假定更加丰富的内容’而在现有的理性人假定下的委托 代理理
论即 _,3-<10,-BJ’3C0,-模型只是蒲勇健所发现的模型之特例$譬如’在蒲
勇健得到的模型里令代理人是理性的’则给定委托人的任何%’代理人选择的
努力程度都是最大化式 %#&的左端*容易验证’此时由蒲勇健的模型给出来
的最优合约就正好是 _,3-<10,-BJ’3C0,-模型$
由于 _,3-<10,-BJ’3C0,-模型是现有激励理论和整个信息经济学的最基

本的模型’激励理论和信息经济学是从这个模型框架发展而来的’所以蒲勇
健 %#$$!&所作的工作具有开创性的意义$因为’可以通过这种经过行为经
济学理念的植入’去完成对整个信息经济学和激励理论体系的改造$这种改
造是需要的’因为蒲勇健已经发现’至少对于经典的 _,3-<10,-BJ’3C0,-模
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型来说#其最优激励合约是非帕累托最优的$也就是说#从蒲勇健所得到的
模型出发#可以开展对于现有信息经济学和激励理论基本框架的重建$这将
是未来的一个系统且漫长但又是激动人心的系列工作$
蒲勇健 !#$$!"指出#沿着这样的思路可以对文化习俗甚至宗教行为等

%潜制度&加以 %经济学&解释$文化和宗教活动要耗用资源$文化和宗教活
动并不一定是人类的需要已经获得相当满足的情况下才出现的$事实上#在
人类的生产力水平和需要满足水平十分低下的远古甚至在原始社会#都有相
当规模的文化和宗教活动$我们现在在许多考古现场和远古遗迹中不难证实
这一点$如果理性人之间常常不能够取得帕累托最优的合作效果#文化和宗
教中的圣贤就会教诲人们要对爱你的人表现出 %投桃报李&#不能 %忘恩负
义&#%吃水不忘挖井人&#而对于有害于你的人要 %以眼还眼#以牙还牙&#
%一报还一报&等诸如此类的 %互惠&型 !%互损&型"行为 !其他的还有
%己所不欲#勿施于人&"$这样就使得人们在这种 %互惠&型行为里有可能取
得帕累托最优的 %双赢&合作效果$从这种意义上说#文化和宗教可能具有
提升社会生产效率的效果#因而也是 %经济活动&$与我们熟知的经济活动一
样#文化和宗教活动要耗用资源 !包括自然资源和人力资源"#也同时提供
%经济产出&’’’带来社会交往 !包括经济交易"中的帕累托改进$当然#不
同的文化活动和宗教说教在这方面所能够取得的效果是不同的#但这也说明
了这样的可能性是存在的$这种理论有可能为文化和宗教的起源和功能提供
一种来自行为经济学的解释$另外#这样的模型有可能为 %和谐社会&的建
设提供政策上的微观经济理论基础#因为正是劳资双方和上下级之间或者更
加一般地是社会成员之间的 %互惠&#使得合作得以实现#既提高了经济效率
又实现了 %和谐&#从某种意义上看#%互惠&就是 %和谐&$关于这些问题的
后续研究将会是一个广阔的学术天地#这样的思路为沟通经济学与包括文化
和宗教学在内的一般意义上的社会科学研究在方法论上架构了一座桥梁$

三!同时考虑物质效用效应和动机公平的
委托 代理模型

蒲勇健 !#$$!"的工作有一个局限性#即没有考虑代理人的物质消费效
用#或者说没有考虑代理人在追求公平的同时所在物质效用损失上所付出的
代价$事实上#即使考虑公平性#代理人的效用函数中也要考虑自利性的物
质效用$作为比较全面的分析#模型中应该考虑代理人在自利性物质效用与
公平感之间的权衡$Y)9’( !"==?"那篇文章里#就给出了一种同时包括物质
效用与公平追求的效用函数$我们在本文里#将进一步完善蒲勇健 !#$$!"
的工作#通过引入Y)9’(动机公平效用函数#获得更加全面的结果$
下面我们首先给出Y)9’( !"==?"动机公平模型$



第"期 蒲勇健!基于 "公平目标#的委托 代理模型 ?$=!!

考虑一个有局中人"和#的战略式二人博弈$它具有从有限纯战略空间

U" 和U# 中导出的 %混合&战略空间3" 和3#’设!"!3"k3#5;是局中人"
的物质性收入 %-)120’)3R)4,TT<&’
根据这个 "物质性博弈#$Y)9’(构造了一个 "心理博弈#%R<4+&,3,C’+)3

C)-2&$当局中人"选择其战略是依赖于下列三个因素时$它由预期效用来定
义!%"&他的战略(%#&他关于其他局中人战略选择的信念(%?&他关于其他
局中人关于他自己战略选择的信念的信念’
我们将使用下列符号!<"*3" 和<#*3# 表示两个局中人所选择的战略(

J"*3" 和J#*3# 分别表示局中人#关于局中人"所选择战略的信念$以及局
中人"关于局中人#所选择战略的信念(8"*3" 和8#*3# 表示局中人"认为
局中人#认为局中人"所选择战略的信念的信念$以及局中人#认为局中人"
认为局中人#所选择战略的信念的信念’

Y)9’(将公平性植入分析的第一步是要定义一个 "友善函数# %U’(E(2<<
T/(+1’,(&@"%<"$J0&$它测度局中人"对于局中人0的友善程度’这个模型要
假定两个局中人都具有相同的友善及公平的概念$并且对称地运用这些标准’

Y)9’( %"==?&曾经证明$如果允许多种不同的友善函数$该论文中得到的大
多数结果都仍然是成立的’
如果局中人"认为局中人0选择了战略J0$局中人"选择<"会有多么友善

呢？倘若局中人0选择了战略J0$局中人"就从所有可行的收入集合中 )即从
集合,%J0&6*%!"%<$J0&$!0%J0$<&@<*3"&+中,选择了这样一个收入组合
%!"%<$J0&$!0%J0$<&&@<*3"&’局中人们会对于局中人"在,%J0&中选择任何给
定点产生许多不同的有关局中人"是多么友善的概念’Y)9’(用一种特定的
%是有意简单一些的&友善测度来进行下面的研究’
设!N0%J0&为局中人0在,%J0&中的最高收入$并且设!

;
0%J0&是局中人0在

,%J0&中的帕累托前沿上的最低收入’设 "等收入# %2b/’1)932R)4,TT&为

!D0%J0&N)!
N
0%J0&V!

;
0%J0&,-#’当帕累托前沿是线性的时$如果局中人"与其在

帕累托前沿点上 "平分好处# %<R3’11&2E’TT202(+2&$这个收入就对应于局中
人0会得到的收入’更为一般地$它提供了一个初步的参照点$根据它可以
测度局中人"对待局中人0是多么样的友善’最后$设!-’(0 %J0&是局中人0在
集合,%J0&中最糟糕的可能收入’
根据这些收入$Y)9’(定义了友善函数’该函数刻画了局中人"认为他给

予局中人0的有多少是大于或小于局中人0的等收入’

定义!!局中人"对于局中人0的友善为

@"%<"$J0&6
!0%J0$<"&1!

D
0%J0&

!N0%J0&1!
-’(
0 %J0&

$

若!N%J0&[!
-’(
0 %J0&N$$则@"%<"$J0&N$’
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注意#@"N$当且仅当局中人"打算将等收入给予局中人0$如果@"$$#
则局中人"给予局中人0的要少于其等收入$回忆一下等收入的定义#一般存
在着两种可能使得@"为负数#或者局中人"攫取的多于其在,!J0"中的帕累托
前沿上的份额#或者他选择了,!J0"中的无效率点$最后#如果局中人"给予
局中人0的要多于其等收入#则@"%$$回忆一下#只有在,!J0"的帕累托前

沿是非单点集时才会如此%否则#有!D0N!
N
0$

Y)9’(用函数J@0!J0#8""来表示局中人"关于局中人0是怎样友善地对待他
自己的信念$在继续保持这两种符号不同的情况下#这个函数在形式上等价
于函数@0!<0#J""$

定义"!局中人"关于局中人0是怎样友善地对待他自己的信念定义为

J@0!J0#8""6
!"!8"#J0"1!

D
"!8""

!N"!8""1!-’(" !8""
#

若!N"!8""[!-’(" !8""N$#则J@0!J0#8""N$$
因为友善函数是正规化的 !(,0-)3’W2E"#@"!&"和J@0!&"的值就必定位

于区间 ’["#"(#)中$进一步地#友善函数对于物质性收入的正仿射变换是
不敏感的 !对于即将定义的总效用来说#它对这样的变换将是敏感的"$
这样的友善函数就能够用于充分地刻画局中人偏好$每个局中人"选择<"

最大化其期望效用&"!<"#J0#8""#它融合了其物质性效用及局中人们共同认可
的公平概念*

&"!<"#J0#8""6!"!<"#J0"’J@0!J0#8""&’"’@"!<"#J"")+

这样的偏好之主要行为特征反映出了我们最初的讨论内容$
如果局中人"认为局中人0对他不善+++J@0!&"$$+++则局中人"也

打算对局中人0不好#方法是选择一个行动<"#使得@"!&"较低或为负$
倘若局中人0善待局中人"#则J@0!&"为负#且局中人"打算好好地对待
局中人0$当然#这种特定的效用函数是局中人在他们对于公平性的偏好
与其物质利益之间进行权衡 !10)E2,TT"#并且对于物质的追求可能胜于对
公平性的关注$
由于友善函数存在着上下限#这个效用函数体现了典型事实%*物质性

收入愈大#则局中人的行为中反映出他们对于公平性的关注就愈小$因此#
在这些博弈中的行为对于物质性收入的大小规模是敏感的$
由于这些偏好形成一个心理博弈#就可以利用由 Z\H所定义的心理纳

什均衡 !R<4+&,3,C’+)37)<&2b/’3’90’/-"概念%这只是纳什均衡概念在心理
博弈中的一种类比#它增加了一些额外的条件即所有的高阶信念 !&’C&20B
,0E20923’2T<"都与实际的行为相合$Y)9’(将称如此定义的解概念为 ,公平
均衡-$
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定义#!战略组合$<"%<#&*$."%.#&是一个公平均衡%如果对于"N"%#%0
;"%有

$"&<"*)0C-)O<*3"&"$<%J0%8"&’

$#&8"NJ"N<"(
运用Y)9’(的这个动机公平模型%我们下面就来构造同时考虑物质效用

和动机公平的委托 代理模型(

假设U%$%&%$%J%$%5%$%-%$%80%$%4N
"

"VJ5-
#%$#<#U%$#&#&+

其中U是代理人可能付出的最大努力程度 $由代理人的生理极限决定&’&是
委托人付给代理人的固定工资%而&是委托人付给代理人的可能的最大固定
工资 $由委托人的融资能力决定&(按照Y)9’(的上述理论及定义"和#%我
们有 $这里的"%0分别表示代理人和委托人&

!"$<%&&)12OR 15&’4<1
"
#54

#<#1J#<! "# $# %

!N0$&&)1&’$"14&<b<)U )1&’$"14&U%

!-0$&&)1&%

!-’(0 $&&)1&%

!0$&%<&)1&’$"14&<%

!D0$&&)1&’
"14
# U%

根据定义"有

@"$<%&&)
<
U 1

"
#
%

我们继续有

!N"$<&)12OR 15&’4<1
"
#54

#-#1J#<! "# $# %

!-"$<&)12OR 154<1
"
#54

#-#1J#<! "# $# %

!D"$<&)1
"
#2OR 154<1

"
#54

#-#1J#<! "# $# "’2OR$15&# $&+

我们只考虑公平均衡的情形%此时根据定义?%定义#中的8"%J"%<"$N<&
满足均衡条件8"NJ"N<"(根据定义#有

J@0$&%<&)1
"
#’

"12OR$15&&
"12OR$15&&

%

于是有
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&"!<#&")12OR 15&’4<1
"
#54

#-#1J#<! "# $#

!’ 1"#’
"12OR!15&"
"12OR!15&# $" "’<U 1# $"#

)12OR 15&’4<1
"
#54

#-#1J#<! "# $#

!$ "12OR
!15&"

"12OR!15&"
1# $"# "

#’
<# $U #

代理人选择<以最大化自己的效用函数&"!<#&"#一阶条件是

#&"
#< )5

2OR 15&’4<1
"
#54

#-#1J#<! "# $# !41J<"

’"U
"12OR!15&"
"12OR!15&"

1# $"# )$#

或者

<)4J 1
"
U5J

"
#1

"12OR!15&"
"12OR!15&# $"2OR 5&’4<1"#54#-#1J#<! "# $# #

!P"

当且仅当"
#[
"[2[5&

"[2[5&$
$即2[5&$"V2

[5&

#
时有<%4J

#也即当且仅当$$&"N

["
5
3,C "V2[5&! "# $&#8& 时 !不 难 验 证 对 于 任 意 的 8&%$ 有 &" N

["
5
3,C"V2

[5&

! "# $8&"有<%4J
%!!

所以当&"$&#8&时有<%4J
%由于<N4J

正好是理性代理人 !以及理性

委托人"情形的最优委托 代理合同下的均衡能力程度#所以在非理性代理人
情形下当&"$&#8&时#代理人的努力程度要比理性代理人情形下要高%
由于

#<
#&)

2OR 54<1
"
#54

#-#1J#<! "# $#

"12OR!15&# $"UJ
1

"
# 1

"12OR!15&# $"
"12OR!15&# $# $"
U5J

2OR 54<1
"
#54

#-#1J#<! "# $#

"’

"
# 1

"12OR!15&# $"
"12OR!15&# $# $"
U5J

2OR 54<1
"
#54

#-#1J#<! "# $# !41J<"

#

当&%&"时有#<#&%$
#此时<是&的增函数#即委托越是慷慨地给予代理人更

多的固定收入#代理就越努力%
将式 !P"代入委托人的期望效用函数&0N[&V!"[4"<#得到

&0 )1&’
!"14"4
J 1

!"14"
U5J

"
#1

"12OR!15&"
"12OR!15&# $"
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$2OR 5&’4<1
"
#54

#-#1J#<! "# $# + %@&

我们关心在什么时候非理性代理人合同要给委托带来比理性代理人合同

更加高的期望利润’即要考察在什么情况下有&0%[80V
"

#J%"VJ5-
#&
’即

801&’
%J5-

#1"&
J%"’J5-

#&#1
-#

%"’J5-
#&U

"
#1

"1215&

"1215# $&
!!$2OR 5 &’4<1

"
#54

#-#1J#<# $% &#
%$’ %!&

同时代理人的参与约束为

&’4<1
"
#54

#-#1J#<
# ,80+ %A&

这里的数学问题是同时满足式 %!&’%A&的解&’80是否存在(我们在附
录中的数字计算表明’同时满足式 %!&’%A&的解&’80是广泛存在的(
一般地’对于委托人来说’最优合同应该是在使得&0 取得最大值的&处

实现’根据式 %@&’由于式 %@&右端在 $’8# $& 上是& 的连续函数’根据

S2’20<10)<<定理’&0在 $’# $& 上存在最大值(但是’我们目前只是证明了在

约束&"$&#8&以及代理人参与约束下’对于某些参数来说存在对于理性代理
人情形下的委托 代理合同是帕累托改进的合同’当然这也保证了’对于某些
参数来说存在对于理性代理人情形下的委托 代理合同是帕累托改进的最优合

同(至于一般情形即在约束$$&#8&以及代理人参与约束下’是否仍然有同
样的结论’有待于进一步研究(不过’如果此时最优合同是在$$&$&"实现’

则有<$4J
’公平均衡就不是 "互惠#的而是 "互损#的了’很难相信这种

"互损均衡#合同会是理性代理人合同的帕累托改进(作为一个猜想’我们认
为作为理性代理人合同的帕累托改进的非理性代理人合同一定在约束&"$&#
&以及代理人参与约束下取得(这个猜想留给下一步工作去研究(
总之’我们已经获得的结果是’存在有关参数’使得委托人按照 "动机

公平#的 "公平博弈#与非理性代理人签订 "互惠性#委托 代理合同时’与

_,3-<10,-BJ’3C0,-模型里理性代理人假定下的最优委托 代理合同相比是帕
累托改进的(存在最优的 "互惠性#委托 代理合同’从而存在帕累托最优的
委托 代理合同’并且最优的委托 代理合同是 "互惠性#委托 代理合同(不

难验证在_,3-<10,-BJ’3C0,-模型里的均衡固定工资为&$N80V
J5-

#["
#J%"VJ5-

#&
’

当有&"N["
5
3,C"V2

[5&

! "# %80V J5-
#["

#J%"VJ5-
#&
时’就有&%&$’显然存在某些



?">!! 经 济 学 !季 刊" 第!卷

参数并且在8&充分大时这个条件成立#&%&$ 与<%4J
意味着出现的是 $互惠

性%博弈均衡#即使&"N["
5
3,C"V2

[5&

! "# %80V J5-
#["

#J!"VJ5-
#"
不成立&只要&

充分大 !这要求8&充分大"&这样的 $互惠性%博弈均衡也是存在的&但是目
前还不知道此时帕累托最优的委托 代理合约是不是 $互惠性%博弈均衡#与
蒲勇健 !#$$!"的结果相比较&我们这里得到的结果之所以显得复杂一些的
原因是&本文的分析考虑了代理人的物质效用效应&代理人不仅仅关注公平&
也关注物质性的自利效用&他在两者之间存在着替换#

附录!数字模拟结果

!!由2[5&$"V2
[5&

#
可得&"[2

[5&

"[2[5&%
"
#
&容易判断"[2

[5&

"[2[5&
关于&单调增&再由$#&"#&

#&&有"[2
[5&

"[2[5&#
"&因此&"#$

"[2[5&

"[2[5&#
"&所以&["##

"
#[

"[2[5&

"[2[5&$
$&进一步有

$$
"
#[

"[2[5&

"[2[5& #"#
#!!

<要满足方程’

<) 4J 1
"
U5J

"
# 1

"1215&

"1215# $& 2OR 5 &’4<1
"
#54

#-#1J#<# $% &# & !""

则<是函数@!<"N4J [
"
U5J

"
#[

"[2[5&

"[2[5# $& 2OR 5 &V4<[
"
#54

#-#[J#<# $% &# 的不动点&

通过数值试验得到初步映象’当 "
U5J
既不太小&又不太大时&@!<"有不动点&否则它在两

个一大一小的数字间来回摆动&不能收敛#下面从分析角度考虑’

根据泛函分析知道&当@!<"是压缩映射时&它有不动点#显然@!<"是一个连续

且有连续导数的函数&根据微分中值定理&对于<#V"(<#&存在<#V"和<# 之间的一个

数6&有

@!<#’""1@!<#")1
"
U5J

"
# 1

"1215&

"1215# $& 2OR 5 &’461
"
#54

#-#1J#6# $% &#

)!41J6"!<#’"1<#"+

由于2OR 5 &V46[
"
#54

#-#[J#6# $% &# 在6N4J
时取得极大值

2OR 5 &1
"
#54

#-#’J#4# $% &# +

容易知道&通过方程 !""迭代得到的<#V"(<# 都大于$&从而6%$&又J%$&因此 4[J6 $

4&从而

@!<#’""1@!<#" $ "#
4
U5J
2OR 5 &1

"
#54

#-#’J#4# $% &# b<#’"1<#b&
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所以当"
#
4
U5J

2OR 5 &[
"
#54

#-#VJ#4! "# $# $"$即

4
U5J
2OR 5 &1

"
#54

#-#’J#4! "# $#
$# %#&

时$这时$<有解或存在 %这仅仅是一个充分条件&’

下面考虑两个不等式$它们分别是正文中的式 %!&$%A&

801&’
%J5-

#1"&
J%"’J5-

#&#1
-#

%"’J5-
#&U

"
# 1

"1215&

"1215! "&
!!(2OR 5 &’4<1

"
#54

#-#1J#<! "# $#
%$$ %?&

&’4<1
"
#54

#-#1J#<
# ,80+ %>&
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令 %P&的右边为<"$%>&式的左边为<#$则要证明存在满足条件的&和80$只需证

明存在满足条件的<"和<#$使得<#,80%<"$当然$就只需<#%<"’

由于参数较多$函数较复杂$直接分析太复杂$因此下面采用数值计算’

编程思路!

%"&给出一组满足大于$要求的已知常数U$&$J$5$- %程序中分别用K$)"$9$R$

E表示&)

%#&算出4 %程序中用9"表示&)

%?&根据 %@&算出&" %程序中用)#表示&)

%>&然后以一个较小的步长 %程序中用$6$"&在区间 *&"$&+顺次取& %程序中用)#
表示&的值$对每个不同的&$连同U$&$J$5$-$4代入不等式 %#&$检查是否满足条

件 %程序中用104"表示 %#&左端的值&$若不满足$则检查下一个&)若满足$运用方程

%"&的右边进行迭代$求出相应的< %程序中用))#表示&$然后求出相应的<"和<#$比

较是否有<"$<#’

程序运行结果是!只要满足不等式 %#&$就一定有<"$<#$这意味着存在满足所有条

件的&和0$并且这样的&和80还相当多’

注!在程序中$只要已知常数不满足不等式 %#& %即104"%N#&$则意味着<不存

在$就结束该次运算$开始计算下一个&的情况’

本程序是用%VV编写的$可以在5%VV@+$上运行$读者可以改变常数试试’
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令 %P&的右边为<"$%>&式的左边为<#$则要证明存在满足条件的&和4$只需证明

存在满足条件的<"和<#$使得<#,0%<"$当然$就只需<#%<"’
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当UN##&N##JN#6P$5N"6P#-N$6A时%求得相应的&和80 取值情况%见图"&

图中阴影区域就是80的最小 !即<""和最大取值 !即<#"范围&

图!!!"#!"!"#!""#$%"""!$%!#"&$’

当UN"6P#&N"#JN"$5N##-N$6@时%求得相应的&和80 取值情况%见图#&图

中阴影区域就是80的最小 !即<""和最大取值 !即<#"范围&

图#!!"!$%!"!"!!""!"""#!#"&$(

从图像看出%本问题应该有一般性的结论’只要给定参数满足不等式 !#"%就一定存

在满足不等式的&和80&它们构成一个区域&
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